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LA MESURE DU POUVOIR DE VOTE 1
Nicolas-Gabriel ANDJIGA,2 Fre´de´ric CHANTREUIL 3
Dominique LEPELLEY4
re´sume´ – Comment peut-on mesurer le pouvoir de vote des individus ou des groupes d’indivi-
dus dans un processus de de´cision collective ? L’objet principal de ce texte est de recenser les
diffe´rentes re´ponses quantitatives qui ont e´te´ apporte´es a` cette question. Divers « indices de pouvoir »
sont ainsi pre´sente´s, analyse´s et compare´s a` l’aide d’une application au Conseil de l’Union eu-
rope´enne, puis en termes de proprie´te´s normatives et d’interpre´tations probabilistes.
mots cle´s – Indices de pouvoir, Pouvoir de vote, Jeux ponde´re´s
summary – The Measurement of Voting Power
How can we measure the voting power of individuals or groups of individuals in a collective choice
process ? The aim of this study is to review the various numerical answers that have been given to
this question. A number of power indices are introduced and compared, not only through an appli-
cation to the European Union Council, but also in terms of normative properties and probabilistic
interpretations.
keywords – Power Indices, Voting Power, Weighted Games
JEL Classification Number - D71
1. INTRODUCTION
De nombreuses institutions prennent leurs de´cisions a` l’aide de proce´dures de vote
dans lesquelles les diffe´rents intervenants ne disposent pas tous du meˆme poids, c’est-
a`-dire du meˆme nombre de votes. Les raisons qui justifient cette fac¸on de proce´der
sont varie´es. Dans des organisations internationales comme l’Union europe´enne, il
s’agit de repre´senter a` peu pre`s e´quitablement les populations de tailles diffe´rentes
des pays membres. Le meˆme type de motivation est a` l’origine des diffe´rences dans
1Article rec¸u le 10 janvier 2003, re´vise´ le 18 avril 2003, accepte´ le 05 mai 2003.
2E´cole normale supe´rieure, B.P. 47, Yaounde´, Cameroun, andjiga@yahoo.fr
3INRA-ESR, 4, alle´e Bobierre, CS 61103, 35011 Rennes cedex, chantreu@roazhon.inra.fr
4GEMMA, Maison de la recherche en sciences humaines, Universite´ de Caen, Esplanade de la
Paix, 14032 Caen cedex, dominique.lepelley@econ.unicaen.fr
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le nombre de de´le´gue´s attribue´s a` chaque commune dans les institutions intercom-
munales. On peut aussi allouer les votes en tenant compte des contributions fi-
nancie`res de chacun des participants a` la de´cision collective, comme dans les as-
semble´es ge´ne´rales d’actionnaires, de co-proprie´taires ou bien encore dans les ins-
titutions mone´taires internationales. Enfin, les diffe´rences de poids peuvent eˆtre le
re´sultat d’un processus de´mocratique : dans les assemble´es politiques, le poids de
chaque parti correspond au nombre de sie`ges qu’il de´tient.
Quelles que soient les raisons conduisant a` l’attribution de poids diffe´rents aux
diffe´rents e´lecteurs, l’ide´e sous-jacente est toujours la meˆme : il s’agit de donner plus
de pouvoir de de´cision a` certains intervenants dans le processus de choix collectif.
Intuitivement, un votant est d’autant plus puissant que son nombre de votes, son
poids, est e´leve´ et l’on peut eˆtre tente´ de conside´rer que le pouvoir de vote d’un
e´lecteur est proportionnel a` son poids. Par exemple (voir [Leech, 2000]), les E´tats-
Unis, qui posse`dent 18% du total des votes au Fonds mone´taire international et a`
la Banque mondiale, sont souvent pre´sente´s comme disposant de 18% du pouvoir
de vote. D’une manie`re ge´ne´rale, cette fac¸on de voir les choses est manifestement
errone´e. Il est facile de s’en convaincre. Conside´rons pour cela l’exemple suivant,
emprunte´ a` [Demange, 2001]. Soit une assemble´e tripartite constitue´e d’un petit
parti disposant de 6% des sie`ges et de deux grands partis re´unissant chacun 47% des
sie`ges. Si les de´cisions sont prises a` la majorite´ (simple) des votes, alors le petit parti
posse`de a priori autant de pouvoir que les autres, puisqu’il a la meˆme capacite´ que
les deux autres a` former une majorite´. Si, en revanche, le seuil de de´cision est fixe´ a`
2/3, le petit parti perd tout pouvoir puisqu’une de´cision ne peut eˆtre prise qu’avec
l’accord des deux grands partis. La re´alite´ du pouvoir de de´cision, entendu comme
la capacite´ d’influencer l’issue d’un vote, de´pend ainsi d’une part de la re´partition
comple`te des poids (la donne´e du seul poids d’un e´lecteur ne suffit pas a` de´terminer
son pouvoir) et d’autre part de la re`gle de vote.
Comment peut-on alors rendre compte, nume´riquement, de la re´alite´ des rap-
ports de force dans un processus de de´cision collective du type de ceux que nous
venons d’e´voquer ? Les indices de pouvoir constituent des tentatives de re´ponse a`
cette question. L’inte´reˆt de ces indices est double. En premier lieu, ils sont suscep-
tibles (de manie`re plus ou moins convaincante, comme nous le verrons) d’analyser la
re´partition du pouvoir de vote entre les diffe´rentes parties prenantes d’un processus
donne´ de de´cision collective. Ainsi ces indices ont-ils e´te´ intensivement utilise´s pour
e´tudier le pouvoir au sein de diffe´rents parlements nationaux ou au sein d’institu-
tions internationales, compte tenu de la re`gle de vote existante. En second lieu, ils
permettent d’e´valuer les conse´quences de changements dans les re`gles de de´cision
sur le pouvoir des diffe´rents membres d’une assemble´e. Cette utilisation prospective
peut aider a` choisir les me´canismes ve´rifiant certains principes d’e´quite´ (on peut par
exemple souhaiter que le pouvoir des intervenants soit proportionnel a` leur poids).
Les indices peuvent donc eˆtre utilise´s a` des fins positives et descriptives mais aussi
dans un but normatif.
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Historiquement, le premier indice de pouvoir de´fini de manie`re formelle est celui
de Shapley et Shubik [1954]5. Pendant une vingtaine d’anne´es, les de´bats se sont
essentiellement concentre´s sur l’analyse et la comparaison de cet indice et de son
concurrent « intime », apparu quelques anne´es plus tard et traditionnellement at-
tribue´ a` Banzhaf [1965]. Au cours des vingt-cinq anne´es suivantes (particulie`rement
au cours des dix dernie`res), la litte´rature sur les indices s’est conside´rablement
de´veloppe´e et renouvele´e. D’une part, de nouveaux indices sont apparus ; d’autre
part, la diversite´ des approches et des auteurs s’est accrue, enrichissant ainsi le
de´bat comme en te´moignent les deux ouvrages re´cents de Felsenthal et Machover
[1998] et de Holler et Owen [2001]. Ce renouveau a e´te´ particulie`rement marque´
en Europe6 ou` le principal organe de de´cision de l’Union, le Conseil des ministres,
utilise une re`gle de vote ponde´re´ : les proble`mes de reponde´ration pose´s par les
e´largissements successifs de 1995 et de 2004 ont suscite´ un nombre impressionnant
d’articles et ont ravive´ l’inte´reˆt des scientifiques, sinon des politiques, pour l’analyse
du pouvoir de vote.
L’objet de la pre´sente e´tude est d’une part de recenser les principaux indices
propose´s dans la litte´rature, et d’autre part de pre´senter les diffe´rentes approches qui
permettent d’analyser et de comparer ces indices7. Nous espe´rons ainsi contribuer a`
e´clairer le lecteur francophone sur un domaine particulie`rement actif de la recherche
en the´orie du vote8.
L’article est structure´ de la manie`re suivante. La Section 2 pre´sente quelques
de´finitions ainsi que les principales notations que nous utiliserons tout au long de
l’e´tude. La section suivante introduit, dans l’ordre chronologique de leur apparition
dans la litte´rature, diverses mesures possibles du pouvoir de vote. Nous appliquons
ensuite ces diffe´rentes mesures a` l’analyse de la re´partition du pouvoir de vote au
sein du Conseil de l’Union europe´enne (Section 4). Cette application met en e´vidence
le caracte`re possiblement divergent des conclusions obtenues et pose le proble`me du
choix du « bon » indice. La Section 5 expose les de´marches consistant a` caracte´riser
axiomatiquement les indices de pouvoir ou, plus simplement, a` de´terminer les pro-
prie´te´s normatives que ve´rifient les mesures concurrentes. L’inte´reˆt et les limites de
ces approches sont mis en e´vidence. Nous pre´sentons dans la Section 6 une de´marche
d’une nature diffe´rente, qui a connu un certain renouveau au cours de ces dernie`res
5Ce constat ne doit pas faire oublier les travaux pre´curseurs de Martin (voir [Riker, 1986]
et, surtout, de Penrose [1946]). Le lecteur inte´resse´ par ces aspects historiques pourra se re´fe´rer
utilement aux re´centes contributions de Falck [2002] et Felsenthal et Machover [2002].
6Falck [2002] conside`re, a` juste titre nous semble-t-il, que le centre de gravite´ de la recherche
(the´orique et empirique) sur les indices de pouvoir s’est de´place´ au cours des dernie`res anne´es des
E´tats-Unis vers l’Europe.
7Les travaux de synthe`se les plus re´cents sur l’analyse (quantitative) du pouvoir de vote sont
dus a` Laruelle [1998] et Felsenthal et Machover [1998]. De tre`s nombreux articles ont paru ou
circule´ depuis 1998. Nous rendons compte de certains d’entre eux dans les pages qui suivent.
8Les re´fe´rences en franc¸ais sur les indices de pouvoir sont extreˆmement rares. Les deux premiers
articles e´crits dans cette langue sont, a` notre connaissance, ceux de Junn [1972] et de Monjar-
det [1972], parus dans Mathe´matiques et Sciences humaines et traitant du pouvoir au sein du
Conseil de Se´curite´ de l’ONU. Des re´fe´rences plus re´centes sont, outre Falck [2002], celles de Bobay
[2001], Bonnet et Lepelley [2001] et Caulier [2001] qui, toutes, traitent d’applications des indices
de pouvoir.
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anne´es : il s’agit d’associer aux diffe´rents indices, autant que faire se peut, des in-
terpre´tations probabilistes susceptibles de les e´clairer d’un jour nouveau et d’aider
l’utilisateur a` choisir la mesure pertinente. Les principales contributions relevant de
cette de´marche sont brie`vement expose´es. La section finale pre´sente les de´bats qui
agitent actuellement la recherche relative aux indices de pouvoir et e´voque certaines
approches alternatives re´centes.
2. NOTATIONS ET DE´FINITIONS
L’e´tude du pouvoir de vote s’est, pour une large part, de´veloppe´e en e´troite con-
nexion avec la the´orie des jeux coope´ratifs. C’est donc a` l’aide de notions et d’outils
issus de cette the´orie que nous pre´senterons, dans la section suivante, les indices de
pouvoir. L’objet de cette section est de pre´ciser les notations que nous allons utiliser
et d’introduire les e´le´ments de the´orie des jeux qui nous seront ne´cessaires.
Un jeu de controˆle (ou jeu de vote) est un couple (N, v), ou` N = {1, ..., i, ..., n}
est l’ensemble des « joueur » et v une fonction qui associe a` tout sous-ensemble de
N une valeur dans {0, 1}.
Nous noterons en lettre majuscule les ensembles et en lettre minuscule corres-
pondante le nombre d’e´le´ments de ces ensembles. Ainsi une coalition S est un sous-
ensemble non vide de N et nous noterons par s le nombre de joueurs contenus dans
S.
Une coalition S est gagnante si v(S) = 1 et perdante si v(S) = 0. Nous noterons
par G(v) (respectivement Gi(v)) l’ensemble des coalitions gagnantes (respectivement
l’ensemble des coalitions gagnantes contenant le joueur i).
Si nous conside´rons l’ensemble des joueurs comme un ensemble d’individus pre-
nant part a` un processus de de´cision collective, nous pouvons en ge´ne´ral mode´liser
ce processus par un jeu de controˆle. Une coalition gagnante est alors de´finie comme
un ensemble de votants tels que s’ils votent a` l’unanimite´ pour une proposition, cette
dernie`re est accepte´e ; on dit aussi que cette coalition est une majorite´ ge´ne´ralise´e.
La fonction v pre´cise donc le statut de chaque coalition et par conse´quent formalise
le processus de de´cision collective. Soulignons que l’abstention est ignore´e dans le
mode`le : face a` une proposition, un joueur ne peut que voter « oui » ou « non »9
Un joueur i est de´cisif pour une coalition gagnante S si la de´fection de ce joueur
rend la coalition S perdante, c’est-a`-dire si v(S) = 1 et v(S−{i}) = 0. Nous noterons
par d(S) le nombre de joueurs de´cisifs dans la coalition S, et Di(v) l’ensemble des
coalitions pour lesquelles le joueur i est de´cisif.
Une coalition minimale gagnante est une coalition gagnante qui ne contient que
des joueurs de´cisifs. Nous noterons parM(v) (respectivementMi(v)) l’ensemble des
coalitions minimales gagnantes (respectivement l’ensemble des coalitions minimales
gagnantes contenant le joueur i).
Lorsque aucune ambigu¨ıte´ n’est possible, les ensembles G(v), Gi(v), Di(v),M(v)
et Mi(v) seront simplement note´s G, Gi, Di, M et Mi.
9Des travaux re´cents (voir [Felsenthal et Machover, 1998]) s’efforcent de de´passer cette restric-
tion de l’analyse en conside´rant des jeux « ternaires » autorisant la prise en compte de l’abstention.
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Un jeu simple est un jeu de controˆle monotone, c’est-a`-dire que v(S) ≤ v(T )
pour tout S ⊆ T , et tel que la fonction v ne soit pas identiquement nulle.
Un jeu simple est qualifie´ de ponde´re´ s’il existe un quota q et un poids wi positif
pour chaque joueur tel que :
v(S) =
{
1 si
∑
i∈S wi ≥ q
0 autrement.
Un jeu ponde´re´ sera note´ v : [q;w1, w2, ..., wn]. Certains des indices que nous
allons e´tudier s’appliquent spe´cifiquement a` cette classe de jeux. C’est la raison
pour laquelle celle-ci sera privile´gie´e dans les analyses qui vont suivre.
Un jeu simple est propre si le comple´mentaire d’une coalition gagnante est tou-
jours perdante : S ∈ G(v)⇒ N − S /∈ G(v).
Un jeu simple est fort si le comple´mentaire d’une coalition perdante est toujours
gagnante : S /∈ G(v)⇒ N − S ∈ G(v).
On notera que si la premie`re de ces conditions est peu contraignante, la seconde
est beaucoup moins universelle. Ainsi, un jeu ponde´re´ est propre si q > w/2, avec
w =
∑
i∈N wi ; un jeu ponde´re´ est fort si (w e´tant suppose´ impair) q = (w + 1)/2.
Nous conclurons cette section en introduisant le jeu simple ponde´re´ suivant, qui
nous servira dans la Section 3 a` illustrer les indices pre´sente´s : v : [3; 2, 1, 1, 1]. Ce
jeu comporte quatre joueurs, que nous noterons a, b, c et d. On peut constater
qu’il est propre et fort. On ve´rifie par ailleurs que la seule coalition gagnante ne
contenant pas le joueur a est celle qui contient les trois autres joueurs. De meˆme
la seule coalition perdante contenant le joueur a est celle ou` il est un singleton.
Les autres coalitions perdantes sont celles qui ne contiennent pas le joueur a et de
cardinal infe´rieur ou e´gal a` 2.
Les tableaux suivants, que nous utiliserons pour les calculs des diffe´rents indices
de pouvoir, donnent la liste des coalitions gagnantes (Tableau 1) et des coalitions
minimales gagnantes (Tableau 2). Dans ces tableaux, un 1 a` l’intersection de la
ligne figurant la coalition S et de la colonne correspondant au joueur i signifie que le
joueur i est de´cisif dans la coalition S ; un 0 signifie que i n’est pas de´cisif. L’avant-
dernie`re colonne donne le nombre de joueurs de´cisifs dans la coalition et la dernie`re
colonne le nombre de joueurs dans la coalition.
Tableau 1
Coalitions gagnantes Joueur a Joueur b Joueur c Joueur d d(S) s
a, b 1 1 0 0 2 2
a, c 1 0 1 0 2 2
a, d 1 0 0 1 2 2
a, b, c 1 0 0 0 1 3
a, b, d 1 0 0 0 1 3
a, c, d 1 0 0 0 1 3
b, c, d 0 1 1 1 3 3
a, b, c, d 0 0 0 0 0 4
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Tableau 2
Coalitions minimales gagnantes Joueur a Joueur b Joueur c Joueur d d(S) s
a, b 1 1 0 0 2 2
a, c 1 0 1 0 2 2
a, d 1 0 0 1 2 2
b, c, d 0 1 1 1 3 3
3. INDICES DE POUVOIR
La liste des indices que nous allons brie`vement de´crire et illustrer ne vise pas a` l’ex-
hausivite´10 Certaines mesures ne sont pas pre´sente´es car nous les avons conside´re´es
comme trop proches d’indices pre´sents dans notre liste11. Nous avons d’autre part
ignore´ les indices qui, a` la suite de Rae [1969], mesurent la satisfaction plutoˆt que
le pouvoir des votants. Le recensement propose´ inclut cependant, outre tous les in-
dices aujourd’hui conside´re´s comme classiques, deux indices qui n’apparaissent dans
aucune autre liste12.
3.1. indice de Shapley-Shubik
Le premier indice de pouvoir que nous conside´rons est celui de Shapley-Shubik [1954].
A` l’origine, la valeur de Shapley [1953] est un concept de the´orie des jeux construit
pour eˆtre applique´ aux jeux sous forme de fonction caracte´ristique. Shapley et Shubik
ont conside´re´ son application a` la classe des jeux simples et l’ont propose´ comme
une mesure de pouvoir a priori dans un processus de vote. La justification qu’ils
en donnent est la suivante. Conside´rons un groupe d’individus votant l’amendement
d’une loi selon la proce´dure suivante :
a) ils votent chacun leur tour ;
b) de`s qu’une majorite´ est atteinte, l’individu qui a vote´ en dernier rec¸oit une
« unite´ de pouvoir » puisque l’amendement est passe´ graˆce a` sa voix. Notons que
cet individu est de´cisif dans la coalition forme´e par lui-meˆme et tous ceux qui le
pre´ce`dent.
Si nous supposons que l’ordre dans lequel les individus prennent part au vote est
de´termine´ de manie`re ale´atoire et e´quiprobable, nous pouvons de´terminer le nombre
moyen de fois ou` un individu donne´ est de´cisif. Pour tout jeu simple (N, v), l’indice
de Shapley-Shubik d’un joueur i est ce nombre. Il est donne´ par :
SSi(v) =
∑
S⊆N, S∋i
(s− 1)!(n− s)!
n!
[v(S)− v(S − {i})] .
10A` notre connaissance, la liste d’indices la plus fournie que l’on puisse trouver est celle que
proposent Pajala et alii [2002] sur le site internet POWERSLAVE.
11C’est le cas des indices de Coleman [1986], qui sont proches dans leur principe de l’indice
(normalise´) de Banzhaf.
12Il s’agit de l’indice d’Andjiga-Berg [1996], Berg [1999] et de celui de Chakravarty [2000].
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Cette expression revient a` diviser le nombre de permutations des joueurs pour les-
quelles le joueur i est de´cisif par le nombre total de permutations possibles. Comme
toute permutation comprend un et un seul joueur de´cisif, il est clair que l’on a∑
i SSi(v) = 1. L’indice de Shapley-Shubik est donc, par de´finition, normalise´.
En appliquant le principe de calcul de cet indice a` notre exemple, on obtient, a`
l’aide du Tableau 1, les re´sultats suivants :
SS a(v) = 1/2 et SS b(v) = SS c(v) = SS d(v) = 1/6.
3.2. indices de Banzhaf
Un indice quelque peu diffe´rent a e´te´ propose´ par Banzhaf [1965]. Son objectif e´tait
d’aider a` re´soudre certains de´bats juridiques concernant les normes d’e´quite´ consti-
tutionnelle pour les syste`mes de repre´sentation e´lectorale. Banzhaf conside`re, comme
Shapley et Shubik, que la mesure du pouvoir du joueur i doit de´pendre du nombre de
fois ou` il est de´cisif. Toutefois dans le processus de de´cision de Banzhaf le vote n’est
pas se´quentiel : les coalitions votent en bloc. Le « score » de Banzhaf du joueur i est
par conse´quent le nombre de coalitions possibles (et non le nombre de permutations
possibles) pour lesquelles i est de´cisif.
Pour un jeu (N, v), l’indice (normalise´) de Banzhaf du joueur i est alors de´fini
par :
B˜i(v) =
di(v)∑n
j=1 dj(v)
avec di(v) =
∑
S⊆N, S∋i [v(S)− v(S − {i})] ; autrement dit, di(v) repre´sente le nom-
bre de coalitions de´cisives contenant i.
Dubey et Shapley [1979] sugge`rent une autre ponde´ration du score de Banzhaf.
Pour un jeu simple (N, v), l’indice non normalise´ de Banzhaf du joueur i est donne´
par
Bi(v) =
di(v)
2n−1
=
1
2n−1
∑
S⊆N, S∋i
[v(S)− v(S − {i})] .
Cette formulation de l’indice de Banzahf, que Dubey et Shapley justifient par des
arguments probabilistes (2n−1 peut s’interpre´ter comme le nombre de coalitions dont
le joueur i fait partie), est la plus utilise´e dans la litte´rature. Notons que l’indice
normalise´ de Banzhaf est souvent associe´ au nom de Coleman et que l’indice non
normalise´ trouve son origine dans les travaux de Penrose [1946].
On ve´rifie aise´ment, graˆce au Tableau 1, que :
Ba(v) = 3/4 et Bb(v) = Bc(v) = Bd(v) = 1/4,
B˜a(v) = 1/2 et B˜b(v) = B˜c(v) = B˜d(v) = 1/6.
3.3. indice de Johnston
Johnston [1978] propose une modification de la ponde´ration de l’indice de Banzhaf,
en conside´rant que la mesure du pouvoir devrait de´pendre du nombre de joueurs
de´cisifs dans une coalition donne´e. Son intuition est que le pouvoir d’un joueur de´cisif
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dans une coalition sera d’autant plus faible que le nombre de joueurs de´cisifs dans
cette coalition sera e´leve´. Pre´cise´ment, il sugge`re que le pouvoir attribuable a` une
coalition gagnante soit divise´ e´galement entre les diffe´rents votants de´cisifs de cette
coalition. Dans un jeu simple (N, v), le score de Johnston de i est donc donne´ par :
Ji(v) =
∑
S∈Di(v)
1
d(S)
[v(S)− v(S − {i})]
d(S) de´signant le nombre de joueurs de´cisifs dans S. L’indice de Johnston du joueur
i est alors
J˜i(v) =
Ji(v)∑
j∈N Jj (v)
.
Dans notre exemple, la re´partition du pouvoir selon cet indice est la suivante (voir
Tableau 1) :
J˜a(v) = 9/14 et J˜b(v) = J˜c(v) = J˜d(v) = 5/42.
3.4. Indice de Deegan-Packel
Deegan et Packel [1978] proposent un indice de pouvoir base´ sur le principe de taille
de Riker [1962]. Ce principe revient a` conside´rer que seules les coalitions minimales
gagnantes se forment. L’indice de Deegan-Packel est obtenu en supposant que les
coalitions minimales gagnantes se forment de manie`re e´quiprobable et que chaque
joueur d’une coalition minimale gagnante rec¸oit un « montant de pouvoir » inverse-
ment proportionnel a` la taille de cette coalition. Pour un jeu simple (N, v), l’indice
de Deegan-Packel du joueur i est ainsi donne´ par (m(v) de´signant le cardinal de
M(v))
DPi(v) =
1
m(v)
∑
S∈M(v), S∋i
1
s
[v(S)− v(S − {i})] =
1
m(v)
∑
S∈Mi(v)
1
s
.
On notera que
∑
iDPi(v) = 1. En appliquant ce principe de calcul a` l’exemple, nous
obtenons (voir Tableau 2) :
DPa(v) = 3/8, et DPb(v) = DPc(v) = DPd(v) = 5/24.
3.5. indice de Holler-Packel
Holler et Packel [1983] proposent une modification de l’indice de Deegan-Packel en
supposant que tous les joueurs d’une coalition minimale gagnante rec¸oivent le meˆme
montant de pouvoir, quelle que soit la taille de cette coalition. Il s’agit pour eux de
rede´finir l’indice de Deegan-Packel de manie`re a` prendre en compte les situations ou`
la valeur associe´e a` une coalition gagnante correspond, non a` un bien prive´ divisible,
mais a` un bien collectif dont tous les membres de la coalition peuvent profiter sans
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exclusion ni rivalite´13. Pour un jeu simple (N, v), le score de Holler-Packel du joueur
i est :
HPi(v) =
1
m(v)
∑
S∈Mi(v)
[v(S)− v(S − {i})] =
mi(v)
m(v)
.
L’indice de Holler-Packel du joueur i est obtenu par la normalisation suivante :
H˜P i(v) =
HP i(v)∑
j∈N HP j (v)
=
mi(v)∑
j∈N mj(v)
.
La re´partition du pouvoir qui en re´sulte dans l’exemple est la suivante (voir Tableau
2) :
H˜Pa(v) = 1/3, H˜P b(v) = H˜P c(v) = H˜Pd(v) = 2/9.
Notons que les cinq indices pre´ce´dents sont ceux que l’on peut aujourd’hui
conside´rer comme classiques. Les analyses comparatives disponibles dans la litte´ra-
ture conside`rent en ge´ne´ral tout ou partie de cet ensemble de cinq indices.
3.6. indices de Curiel
Curiel [1987] propose un nouvel indice (en fait une famille d’indices) fonde´(e), comme
les deux indices pre´ce´dents, sur le principe de taille de Riker. L’ide´e de Curiel est de
relaˆcher l’hypothe`se (implicite) d’e´quiprobabilite´ d’occurrence ou de formation des
coalitions minimales gagnantes. A` chaque coalition S ⊆ N, S 6= ∅, Curiel associe un
poids rS > 0 repre´sentant une mesure de la probabilite´ d’occurrence de la coalition
S. Pour un ensemble de coalitions C, nous notons
∑
S∈C rS par r(C). Pour tout jeu
simple (N, v) et toute coalition S ∈ 2N , la probabilite´ d’occurrence de la coalition
S, pS(v), est de´finie par :
pS(v) =
{
0 si S /∈M(v)
rS/r(M(v)) si S ∈M(v).
Ainsi, pour toute coalition S, pS(v) ≥ 0 et p(M(v)) =
∑
S∈M(v) pS(v) = 1. Le
score de Curiel du joueur i est donne´ par :
δi(v) =
∑
S∈Mi(v)
pS(v).
L’indice de Curiel est obtenu par la normalisation suivante :
δ˜i(v) =
δi(v)∑n
j=1 δj(v)
.
Il est clair que cet indice ne peut se calculer que si l’on connaˆıt les poids rS. La
premie`re distribution de poids sugge´re´e par Curiel revient a` supposer l’e´quiprobabi-
lite´ d’occurrence des coalitions minimales gagnantes. Dans ce cas, l’indice de Curiel
13Pour cette raison, l’indice de Holler-Packel est e´galement connu sous l’appellation de
« Public Good Index » (PGI).
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co¨ıncide avec celui de Holler-Packel. Une seconde distribution de poids consiste a`
supposer que la probabilite´ d’occurrence d’une coalition est inversement proportion-
nelle a` sa taille. En d’autres termes, nous avons rS = |S|
−1. Dans ce cas, l’indice de
Curiel est identique a` celui de Deegan-Packel.
3.7. indice de Colomer-Martinez
Colomer [1996] et Colomer-Martinez [1995] proposent un indice de pouvoir e´galement
fonde´ sur le principe de taille de Riker. Se situant dans le cadre particulier de la for-
mation d’une coalition gouvernementale, ils de´fendent l’ide´e selon laquelle un indice
de pouvoir ne sert pas uniquement a` estimer la capacite´ d’un parti a` faire basculer
le re´sultat d’un vote mais e´galement a` mesurer le pouvoir de ce parti au sein des
coalitions auxquelles il appartient. Pour un jeu simple ponde´re´ v : [q;w1, ..., wn],
l’indice de Colomer-Martinez du joueur i est de´fini par :
CM i(v) =
∑
S∈Mi (v)
wi∑
S∈M
∑
j∈S wj
=
wimi(v)∑n
j=1 wjmj (v)
.
A` l’aide du Tableau 2, on e´tablit que cet indice conduit dans l’exemple a` la re´partition
suivante :
CMa(v) = 1/2 et CMb(v) = CMc(v) = CMd(v) = 1/6.
3.8. indice d’Andjiga-Berg
Andjiga [1996] et Berg [1999] proposent (inde´pendamment) un indice fonde´ sur les
principes suivants :
(1) seules les coalitions gagnantes se forment et elles se forment de manie`re e´quipro-
bable ;
(2) un joueur i d’une coalition S rec¸oit une fraction de pouvoir inversement propor-
tionnelle a` la taille de cette coalition S lorsque le joueur i est de´cisif dans S.
Le score d’Andjiga-Berg du joueur i est donne´ par :
ABi(v) =
1
g(v)
∑
S∈Gi(v)
1
s
[v(S)− v(S − {i})] ,
g(v) de´signant le nombre de coalitions gagnantes. L’indice d’Andjiga-Berg re´sulte
de la normalisation suivante :
A˜B i(v) =
AB i(v)∑n
j=1AB j (v)
.
On obtient dans l’exemple (voir Tableau 1) :
A˜Ba(v) = 1/2 et A˜B b(v) = A˜B c(v) = A˜Bd(v) = 1/6.
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3.9. indice de Chakravarty
Le dernier indice que nous conside´rons a e´te´ re´cemment propose´ par Chakravarty
[2000]. Chakravarty sugge`re que le pouvoir absolu d’un joueur i, dans le cadre des
jeux simples ponde´re´s, peut eˆtre mesure´ par le nombre de fois ou` il est de´cisif,
ponde´re´ par son poids wi. Le pouvoir d’un joueur est alors la fraction de pouvoir
absolu total qu’il posse`de. On notera que la justification que donne l’auteur de
son indice est essentiellement d’ordre the´orique : il s’agit pour lui de proposer une
sophistication de l’indice normalise´ de Banzhaf B˜i(v) dote´e de « bonnes » proprie´te´s,
que B˜i(v) ne posse`de pas
14.
L’indice de Chakravarty du joueur i dans le jeu v : [q;w1, ..., wn] est donne´ par :
Ci(v) =
widi(v)∑n
j=1 wjdj (v)
.
L’application de ce principe de calcul conduit dans l’exemple aux re´sultats sui-
vants :
Ca(v) = 2/3 et Cb(v) = Cc(v) = Cd(v) = 1/9.
3.10. une formulation ge´ne´rale
La pre´sentation de diffe´rents indices a` laquelle nous venons de proce´der sugge`re
qu’ils sont tous construits selon les meˆmes principes ge´ne´raux. Chacun d’entre eux
apparaˆıt en effet comme une somme ponde´re´e du type suivant :
αi(v) =
∑
S∈X , S∋i
f(i, S)[v(S)− v(S − {i})]
ou` X de´signe l’ensemble des coalitions (gagnantes) « admissibles » et f(i, S) est une
fonction « poids » qui de´pend de la coalition S et (dans certains cas) du joueur i
conside´re´.
Il s’agit donc essentiellement de compter le nombre total de coalitions admissibles
pour lesquelles le joueur i est de´cisif (tous les indices s’accordent sur ce point)
en affectant une certaine ponde´ration a` chacune de ces coalitions. La somme ainsi
obtenue peut alors e´ventuellement eˆtre normalise´e, soit de manie`re a` sugge´rer une
interpre´tation probabiliste simple (comme nous le verrons dans la Section 6), soit
pour faire en sorte que la somme des indices des diffe´rents joueurs soit e´gale a` l’unite´.
Construire un indice revient donc a` re´pondre aux deux questions suivantes :
1) Quelles coalitions peut-on s’attendre a` voir se former ? (i.e. quelles sont les coa-
litions admissibles ?)
2) Quel poids va-t-on donner a` un joueur i dans chacune des coalitions admissibles
ou` le joueur conside´re´ est de´cisif ?
Les diffe´rents indices pre´sente´s re´pondent de la manie`re suivante a` chacune de
ces questions :
14Voir sur ce point la Section 5.
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Tableau 3
Coalitions admissibles Poids de i dans S
Shapley-Shubik coalitions gagnantes (s− 1)!(n− s)!/n!
Banzhaf coalitions gagnantes 1
Johnston coalitions gagnantes 1/d(S)
Deegan-Packel coalitions minimales gagnantes 1/s
Holler-Packel coalitions minimales gagnantes 1
Colomer-Martinez coalitions minimales gagnantes wi
Andjiga-Berg coalitions gagnantes 1/s
Chakravarty coalitions gagnantes wi
On retrouve alors les indices que nous avons introduits dans la Section pre´ce´dente,
soit exactement, soit a` une constante multiplicative pre`s.
Cette approche montre bien les similitudes entre les divers indices : elle met
par exemple en e´vidence la parente´ qui unit Banzhaf et Holler-Packel. Elle peut
en outre sugge´rer la construction de nouveaux indices, soit par des croisements
ine´dits des re´ponses propose´es a` chacune des deux questions, soit en introduisant
de nouvelles re´ponses. On peut ainsi conside´rer, dans le cadre d’une formalisation
des processus de de´cision parlementaires, que les seules coalitions admissibles sont
celles qui sont forme´es par des partis proches sur le plan ide´ologique (coalitions dites
« connecte´es »)15. On obtient ainsi une nouvelle famille de coalitions admissibles, a`
laquelle on peut associer divers indices de pouvoir en fonction de la re´ponse choisie
a` la seconde question.
4. PREMIERS E´LE´MENTS DE COMPARAISON
D’un point de vue empirique, la fac¸on la plus simple et la plus imme´diate de comparer
les diffe´rents indices que nous avons pre´sente´s consiste a` les appliquer a` un meˆme
exemple, si possible re´el. Afin d’illustrer cette de´marche, nous conside´rons le jeu
de vote du Conseil de l’Union europe´enne. Dans sa premie`re version de 1958, ce
Conseil e´tait constitue´ de six membres : Allemagne, France, Italie, Belgique, Pays-
Bas et Luxembourg. Les trois premiers disposaient de 4 voix, les deux suivants de 2
voix et le Luxembourg avait une voix unique pour un total de 17 voix. Les de´cisions
e´taient prises avec une re`gle de majorite´ qualifie´e : toute proposition devait obtenir
au moins 12 voix sur 17 pour eˆtre adopte´e. Formellement, ce jeu de vote ponde´re´
s’e´crit v : [12; 4, 4, 4, 2, 2, 1]. Nous avons applique´ les diffe´rents indices introduits
plus haut a` ce jeu ponde´re´. Les re´sultats sont pre´sente´s dans le Tableau 416. Dans ce
tableau, le joueur 1 correspond a` un membre du Conseil ayant 4 voix, tandis que les
joueurs 2 et 3 correspondent aux membres du Conseil ayant respectivement 2 voix
et 1 voix.
15Les contributions re´centes de Edelman [1997], Perlinger [2000] et Bilbao [2000] rele`vent de
cette de´marche.
16Afin de faciliter la comparaison, nous ne pre´sentons que la version normalise´e de chacun des
indices.
la mesure du pouvoir de vote 123
Tableau 4
Joueur 1 Joueur 2 Joueur 3
SS 0,2333 0,15 0
B˜ 0,2381 0,1429 0
J˜ 0,25 0,125 0
DP 0,2083 0,1875 0
H˜P 0,2 0,2 0
˜CM 0,25 0,125 0
A˜B 0,2420 0,1371 0
C 0,2778 0,0856 0
En de´pit de diffe´rences nume´riques, les divers indices conside´re´s conduisent a`
des conclusions globalement similaires. Ils indiquent que la part de pouvoir d’un
joueur de type 1 est comprise entre 20% et 28% et que celle d’un joueur de type 2
est comprise entre 8, 5% et 20% (l’indice de Holler-Packel se distingue cependant en
donnant le meˆme poids a` un joueur de type 1 et a` un joueur de type 2). Les divers
indices s’accordent par ailleurs a` donner un pouvoir nul au Luxembourg : que ce
pays vote pour ou contre une proposition n’a aucune incidence sur le re´sultat final.
Ces premiers re´sultats sont-ils de nature a` sugge´rer que la question du choix de la
mesure de pouvoir la plus approprie´e pourrait eˆtre, sinon sans objet, du moins d’une
importance secondaire ? Nous allons voir qu’une telle conclusion serait certainement
errone´e. Pour cela, conside´rons tout d’abord le meˆme Conseil europe´en mais en
supposant que la re`gle de de´cision change et devienne une re`gle de majorite´ simple :
une proposition doit obtenir 9 voix sur 17 pour eˆtre adopte´e. Le jeu ponde´re´ conside´re´
est donc le suivant : v : [9; 4, 4, 4, 2, 2, 1]. Le Tableau 5 pre´sente les re´sultats des
calculs des indices de pouvoir.
Tableau 5
Joueur 1 Joueur 2 Joueur 3
SS 0,2333 0,1 0,1
B˜ 0,2333 0,1 0,1
J˜ 0,2538 0,0795 0,0795
DP 0,1987 0,1346 0,1346
H˜P 0,1905 0,1429 0,1429
˜CM 0,1987 0,0952 0,0476
A˜B 0,2333 0,1 0,1
C 0,2828 0,0606 0,0303
On constate que, bien que les poids soient demeure´s inchange´s, la modification
du quota a provoque´ d’importants bouleversements dans les mesures de pouvoir.
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D’une part, tous les indices montrent que le pouvoir du Luxembourg est devenu non
nul. D’autre part, les indices divergent pour mesurer le pouvoir relatif entre les pays
de poids respectifs 2 et 1 : les indices de Colomer-Martinez et Chakravarty indiquent
un pouvoir relatif identique a` celui des poids (les pays de poids 2 ont un pouvoir
relatif qui est le double de celui des pays de poids 1) tandis que les autres indices
sugge`rent que ces deux groupes de pays ont le meˆme pouvoir. Un joueur de type
2 a-t-il oui on non plus de pouvoir que le joueur de type 3 ? Il devient difficile de
re´pondre a` cette question.
Les diffe´rences de mesure de pouvoir entre les indices sont ici plus significatives
et le proble`me du choix de l’indice de pouvoir le plus approprie´ se trouve clairement
pose´. Cet exemple illustre en outre l’inte´reˆt que peut avoir l’usage des indices pour
mesurer l’impact d’un changement de re`gle de vote sur la re´partition des pouvoirs
entre les joueurs.
Conside´rons a` pre´sent le Conseil actuel de l’Union europe´enne. Ce Conseil est
constitue´ de quinze membres : l’Allemagne, la France, la Grande-bretagne et l’Italie
disposent de 10 voix, l’Espagne de 8 voix, la Belgique, la Gre`ce, les Pays-Bas et
le Portugal de 5 voix, l’Autriche et la Sue`de de 4 voix, le Danemark, la Finlande
et l’Irlande de 3 voix et le Luxembourg de 2 voix, soit un total de 87 voix. Toute
proposition doit obtenir au moins 62 voix sur les 87 pour eˆtre adopte´e. Le jeu ponde´re´
est donc le suivant : v : [62; 10, 10, 10, 10, 8, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 2]. Les re´sultats des
calculs des indices de pouvoir normalise´s sont pre´sente´s dans le Tableau 6. Dans
ce tableau, les joueurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6 repre´sentent les membres du Conseil ayant
respectivement dix, huit, cinq, quatre, trois et deux voix.
Tableau 6
Joueur 1 Joueur 2 Joueur 3 Joueur 4 Joueur 5 Joueur 6
SS 0,1167 0,0955 0,0552 0,0454 0,0353 0,0207
B˜ 0,1116 0,0924 0,0587 0,0479 0,0359 0,0226
J˜ 0,1330 0,1001 0,0490 0,0377 0,0267 0,0167
DP 0,0822 0,0751 0,0647 0,0608 0,0572 0,0440
H˜P 0,0809 0,0743 0,0650 0,0613 0,0582 0,0450
˜CM 0,1297 0,0953 0,0522 0,0393 0,0280 0,0144
A˜B 0,1114 0,0925 0,0589 0,0480 0,0358 0,0228
C 0,1565 0,1037 0,0412 0,0269 0,0151 0,0063
Comme pour le Conseil des six, la comparaison cardinale n’apporte pas d’e´le´ments
de´terminants dans la mesure ou` tous les indices conside´re´s proposent une hie´rarchie
identique du pouvoir, correspondant a` la hie´rarchie des poids. On notera cependant
que les e´carts de pouvoir entre grands et petits pays (entre joueur 1 et joueur 6)
sont minimise´s par les mesures de Deegan-Packel et Holler-Packel et maximise´s par
l’indice de Chakravarty17.
17D’une manie`re ge´ne´rale, les calculs effectue´s dans cette section mettent en e´vidence deux
tendances conformes a` l’intuition : d’une part la conside´ration des seules coalitions minimales
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Que se passe-t-il si l’on substitue un seuil de 50% (44 votes sur 87) a` la re´gle de
majorite´ qualifie´e qui pre´vaut actuellement ? Le Tableau 7, qui prend en compte le
jeu v : [44; 10, 10, 10, 10, 8, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 2], permet de re´pondre a` cette ques-
tion.
Tableau 7
Joueur 1 Joueur 2 Joueur 3 Joueur 4 Joueur 5 Joueur 6
SS 0,1183 0,0917 0,0556 0,0464 0,0326 0,0218
B˜ 0,1172 0,0914 0,0561 0,0468 0,0332 0,0220
J˜ 0,1484 0,0983 0,0415 0,0324 0,0212 0,0137
DP 0,0732 0,0730 0,0674 0,0654 0,0617 0,0486
H˜P 0,0703 0,0712 0,0681 0,0665 0,0639 0,0509
˜CM 0,1181 0,0958 0,0572 0,0447 0,0322 0,0171
A˜B 0,1173 0,0914 0,0561 0,0468 0,0332 0,0220
C 0,1615 0,1007 0,0387 0,0258 0,0137 0,0061
Les re´sultats obtenus dans les trois premiers cas sugge´raient qu’il e´tait possible
d’e´tablir une relation « naturelle » entre le poids et le pouvoir des membres du
Conseil : a` un poids supe´rieur correspondait un pouvoir e´gal ou supe´rieur. Ce dernier
exemple montre qu’e´tablir une telle relation n’est pas si e´vident. En effet, avec une
re`gle de vote majoritaire, le membre du Conseil ayant huit voix (l’Espagne) a plus de
pouvoir qu’un membre ayant dix voix lorsque l’on utilise l’indice de Holler-Packel.
Les autres indices disent au contraire que le joueur de type 2 (l’Espagne) a moins
de pouvoir que les joueurs de type 1. C’est donc ici la hie´rarchie meˆme du pouvoir
qui est en cause.
Ainsi, a` l’aide d’exemples ayant le me´rite de ne pas eˆtre ad hoc, il est possible de
mettre en exergue la divergence des indices tant d’un point de vue cardinal qu’ordinal.
Cette constatation ne fait que confirmer ce que nous enseigne la litte´rature the´orique
sur les indices de pouvoir. On sait depuis longtemps que les deux indices les plus
connus, celui de Banzhaf et celui de Shapley-Shubik, sont asymptotiquement tre`s
diffe´rents (voir par exemple [Dubey et Shapley, 1979]). Sur le plan empirique, Straffin
[1977] mentionne l’exemple du processus d’amendement de la constitution cana-
dienne, dans lequel les indices de Shapley-Shubik et Banzhaf classent les provinces
canadiennes de manie`re diffe´rente.
Comment peut-on alors effectuer un choix entre les diffe´rents indices qui nous
sont propose´s ? Au-dela` de la simple conside´ration de leur formulation, quels crite`res
peut-on utiliser pour les de´partager ? Les deux sections qui suivent tentent d’appor-
ter des e´le´ments de re´ponse.
gagnantes dans le calcul d’un indice tend a` re´duire les e´carts de pouvoir entre poids « lourds » et
poids « le´gers » ; d’autre part, la prise en compte des wi dans la formule de calcul de l’indice tend
a` augmenter ces e´carts.
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5. AXIOMES, POSTULATS ET PARADOXES
5.1. l’approche axiomatique
Un certain nombre d’indices ont e´te´ caracte´rise´s comme e´tant les seuls a` ve´rifier
une liste re´duite d’axiomes. Shapley et Shubik [1954] proposent ainsi une justifi-
cation de nature essentiellement axiomatique de leur indice. L’indice de Banzhaf
non normalise´ a e´te´ axiomatise´ par Owen [1978] et Dubey et Shapley [1979]. Des
caracte´risations alternatives de Banzhaf et Shapley-Shubik et des axiomatisations
d’autres indices sont apparues par la suite. Le lecteur est renvoye´ a` Laruelle [1998]
pour une pre´sentation simple et rapide des principaux re´sultats.
En de´pit de l’inte´reˆt mathe´matique de certaines d’entre elles, ces axiomatisations
sont malheureusement difficilement utilisables pour guider le choix d’un indice de
pouvoir. Plusieurs raisons expliquent ce constat. Il convient tout d’abord de souligner
que tous les indices pre´sente´s n’ont pas fait l’objet d’axiomatisations : les indices de
Johnston, Colomer-Martinez et Andjiga-Berg n’ont pas, a` notre connaissance, e´te´
caracte´rise´s. On ne peut donc proce´der a` une comparaison ge´ne´rale des indices, a`
moins de conside´rer que les indices non caracte´rise´s axiomatiquement doivent eˆtre
rejete´s. En deuxie`me lieu, deux indices peuvent avoir des caracte´risations n’ayant au-
cun axiome en commun, ce qui ne facilite pas la comparaison. Par exemple, Barua et
alii [2002] proposent une axiomatisation de l’indice de Chakravarty qui n’utilise au-
cun des axiomes habituels en the´orie des jeux. Comment de`s lors peut-on le comparer
aux autres indices ? Le troisie`me et dernier argument que l’on peut avancer – certai-
nement le plus important – concerne l’absence de signification intuitive, en terme de
pouvoir dans un processus de de´cision collective, de la plupart des axiomes propose´s.
Cette difficulte´ est clairement lie´e a` la filiation des indices de pouvoir avec la the´orie
des jeux coope´ratifs : certains axiomes qui paraissent naturels en the´orie des jeux
n’ont plus d’interpre´tation e´vidente lorsqu’on se limite aux jeux simples et a` l’analyse
du pouvoir. En dehors de ceux que tous les indices ve´rifient, les axiomes qui appa-
raissent dans les re´sultats de caracte´risation sont souvent difficilement interpre´tables
et parfois meˆme manifestement ad hoc. De nombreux exemples pourraient eˆtre four-
nis. Nous n’en donnerons qu’un, celui de l’axiome de composition, qui intervient dans
la caracte´risation de Shapley-Shubik et de Banzhaf. Afin d’e´noncer cet axiome, nous
introduisons deux notations supple´mentaires : e´tant donne´ deux jeux simples (N, v)
et (N,w), posons (v ∧ w)(S) = min(v(S), w(S)) et (v ∨ w)(S) = max(v(S), w(S)).
On a alors, en notant αi(v) l’indice de pouvoir du joueur i dans le jeu v.
axiome de composition. Soient (N, v) et (N,w) deux jeux simples. Alors :
∀i ∈ N, αi(v ∧ w) + αi(v ∨ w) = αi(v) + αi(w).
L’intuition qui sous-tend cet e´nonce´ est loin d’eˆtre e´vidente. Comme le note
Straffin [1982], “if we try to think of how to interpret [the axiom] as a statement
about power in political situations then the best we can say is that it appears
‘somewhat opaque’ ”. Felsenthal et Machover [1995] vont plus loin : “It seems to us
that this axiom was introduced on a posteriori grounds, in order to guarantee the
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uniqueness of the result, rather than on grounds of a priori plausibility”. C’est ce
type d’arguments qui a conduit Felsenthal et Machover [1995], [1998] a` proposer une
approche un peu diffe´rente pour e´valuer les indices de pouvoir18.
5.2. postulats et paradoxes
Afin d’e´viter les e´cueils de l’analyse axiomatique, Felsenthal et Machover [1995],
[1998] sugge`rent de conside´rer des proprie´te´s « naturelles », ge´ne´ralement appele´es
postulats, qu’un indice « raisonnable » devrait satisfaire. Le proble`me est alors de
distinguer les indices qui ve´rifient ces proprie´te´s de ceux qui ne les ve´rifient pas, la
qualite´ d’un indice s’e´valuant au nombre de proprie´te´s qu’il ve´rifie. Le fait qu’une me-
sure de pouvoir viole un de ces postulats donne naissance a` un paradoxe19. Bien qu’il
existe une grande varie´te´ de paradoxes dans la litte´rature, nous n’en conside´rerons
ici que trois. Il s’agit du paradoxe de la monotonie, du paradoxe du transfert et
du paradoxe du bloc, qui sont tous les trois conside´re´s par Felsenthal et Machover
comme des « pathologies disqualifiantes ».
• Le paradoxe de la (non-)monotonie est fonde´ sur le postulat selon lequel plus le
poids d’un individu est important dans un jeu simple ponde´re´, plus son pouvoir doit
eˆtre important. Formellement, ce paradoxe peut s’e´noncer de la manie`re suivante :
paradoxe de la monotonie. Soit (N, v) un jeu simple ponde´re´, avec un quota
q et une distribution de poids (w1, ..., wn). L’indice α est sujet au paradoxe de la
monotonie s’il existe deux joueurs i et j tels que wi > wj et αi(v) < αj(v).
Nous avons pu constater a` travers l’exemple e´tudie´ dans la section pre´ce´dente
que l’indice de Holler-Packel ne satisfait pas au postulat de monotonie. Ce de´faut
est partage´ par d’autres indices. Berg et Lane [1997] montrent en effet que pour les
jeux simples ponde´re´s de la forme v : [2a+1; a, a, a− 1, 1, 1, ..., 1, 1] a` a+5 joueurs,
le nombre de coalitions minimales gagnantes auxquelles le joueur de poids a− 1 ap-
partient est plus grand que le nombre de coalitions minimales gagnantes auxquelles
un joueur de poids a appartient. Ce re´sultat sugge`re que les mesures de pouvoir
fonde´es sur les coalitions minimales gagnantes sont susceptibles de donner lieu au
paradoxe de la monotonie. Les indices de Shapley-Shubik, Banzhaf (normalise´ ou
non), Johnston, Andjiga-Berg et Chakravarty ve´rifient en revanche le postulat de
monotonie.
18Notons que ces arguments ne disqualifient pas l’approche axiomatique. Ils in-
diquent simplement qu’il n’existe pas actuellement d’ensemble d’axiomes facilement in-
terpre´tables susceptibles de caracte´riser et de comparer les divers indices propose´s dans la
litte´rature. Le re´cent travail de Laruelle et Valenciano [2001], qui proposent des axiomes
« transparents en termes de pouvoir dans un processus de de´cision collective » pour caracte´riser
les indices de Shapley-Shubik et Banzhaf, constitue un premier effort pour pallier cette carence.
19A` l’inverse, la ne´gation d’un paradoxe conduit a` un postulat. C’est en fait de cette manie`re
que Felsenthal et Machover [1995] de´finissent leurs postulats.
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• Le deuxie`me postulat que nous conside´rons indique qu’un individu ne devrait pas
augmenter son pouvoir en donnant une partie de son poids a` un autre individu. Le
viol de ce postulat donne lieu au paradoxe du transfert qui peut s’e´noncer de la faon
suivante :
paradoxe du transfert. Soient (N, v) un jeu simple ponde´re´ avec un quota q et
une distribution de poids (w1, ..., wn) et (N, v
′) le jeu simple ponde´re´ avec le meˆme
quota q et une distribution de poids (w
′
1, ..., w
′
n) telles que
∑
j∈N w
′
j =
∑
j∈N wj. Sup-
posons en outre qu’il existe i ve´rifiant pour tout j 6= i, w
′
j ≥ wj (et par conse´quent
w
′
i < wi). L’indice α est sujet au paradoxe du transfert si αi(v
′) > αi(v).
Afin d’illustrer ce paradoxe, conside´rons le jeu simple ponde´re´ v : [8; 5, 3, 1, 1, 1].
Si nous mesurons le pouvoir des individus a` l’aide de l’indice de Deegan-Packel, nous
obtenons les re´sultats suivants :
DP1(v) = 3/8, DP2(v) = 1/4, et pour i ∈ {3, 4, 5}, DPi(v) = 1/8.
Conside´rons a` pre´sent le jeu simple ponde´re´ v′ : [8; 4, 4, 1, 1, 1] obtenu a` partir
du jeu pre´ce´dent en transfe´rant une partie du poids de l’individu 1 a` l’individu 2.
Pour ce jeu v′, l’indice de Deegan-Packel nous donne les re´sultats suivants :
DP1(v
′) = DP2(v
′) = 1/2, et pour i ∈ {3, 4, 5}, DPi(v
′) = 0.
Dans cet exemple, le simple fait que l’individu 1 donne une partie de son poids
lui permet d’augmenter son pouvoir. L’indice de Deegan-Packel est donc sujet au pa-
radoxe du transfert. Ce n’est pas le seul indice a` souffrir de cette pathologie, comme
l’indique le Tableau 8.
• Le dernier paradoxe conside´re´ est le paradoxe du bloc. Dans l’exemple pre´ce´dent,
le fait que l’individu 1 donne une partie de son poids a` l’individu 2 augmente le
pouvoir des deux individus. Ceci sugge`re que ces deux individus ont tout inte´reˆt
a` agir d’un commun accord, c’est-a`-dire a` former un bloc. En effet, si les deux in-
dividus de´cident d’agir ensemble et de voter toujours de la meˆme manie`re, le bloc
ainsi constitue´ peut se comporter comme un dictateur. De manie`re plus ge´ne´rale,
le postulat de´coulant de cette notion de bloc sugge`re qu’un bloc forme´ par deux
individus au moins doit avoir un pouvoir au moins aussi important que la somme
des pouvoirs des individus qui composent ce bloc. La violation de cette proprie´te´
conduit au paradoxe du bloc, que nous pouvons e´noncer de la manie`re suivante :
paradoxe du bloc. Soient (N, v) un jeu simple ponde´re´ avec un quota q et une
distribution de poids (w1, ..., wn) et (N \ {j}, v
′) le jeu simple ponde´re´ avec le meˆme
quota q et une distribution de poids (w
′
1, ..., w
′
j−1, w
′
j+1, ..., w
′
n) telle que pour tout
k /∈ {i, j}, w
′
k = wk et w
′
i = wi + wj. L’indice α est sujet au paradoxe du bloc si
αj(v) > 0 et αi′ (v
′) < αi(v).
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Conside´rons le jeu simple ponde´re´ v : [25; 9, 9, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] afin d’illustrer
ce paradoxe. Si la mesure de pouvoir utilise´e est l’indice de Banzhaf normalise´, nous
obtenons les re´sultats suivants :
B˜1(v) = B˜2(v) = 129/392 ≃ 0, 329, B˜3(v) = 127/392,
et pour i ∈ {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, B˜i(v) = 1/392.
Conside´rons, a` pre´sent, le jeu simple ponde´re´ v′ : [25; 10, 9, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1] obtenu
a` partir du jeu v suite a` la formation d’un bloc entre l’individu 1 et l’individu 10.
Pour ce jeu v′, nous avons les re´sultats suivants :
B˜1(v
′) = B˜2(v
′) = 65/199 ≃ 0, 327, B˜3(v
′) = 63/199,
et pour i ∈ {4, 5, 6, 7, 8, 9}, B˜i(v
′) = 1/199.
Ainsi, suite a` la formation d’un bloc avec l’individu 10, l’individu 1 a un pouvoir
moins important. L’indice de Banzhaf normalise´ est donc sujet au paradoxe du bloc.
La` encore, il n’est pas le seul a` exhiber cette « anomalie ». Le Tableau 8 re´sume les
proprie´te´s des diffe´rents indices de pouvoir20 (la pre´sence d’un « oui » signifie que
l’indice conside´re´ ve´rifie le postulat associe´ au paradoxe e´ponyme).
Tableau 8
Bloc Monotonie Transfert
SS oui oui oui
B oui oui oui
B˜ non oui non
J˜ non oui non
DP non non non
H˜P non non non
˜CM non non non
A˜B non oui non
C oui oui oui
Ces re´sultats appellent plusieurs commentaires. En premier lieu, le cas de l’indice
de Banzhaf montre que la normalisation d’un indice, ope´ration qui semble a priori
naturelle, peut modifier conside´rablement ses proprie´te´s. Il apparaˆıt en second lieu
que les indices de Shapley-Shubik, de Banzhaf non normalise´ et de Chakravarty
sont les seuls qui ne violent aucun des paradoxes conside´re´s. D’autres proprie´te´s
sont donc ne´cessaires pour les discriminer. Il est sans doute quelque peu e´tonnant
de trouver l’indice de Chakravarty au meˆme rang que ceux de Shapley-Shubik et
20Les re´sultats relatifs aux indices de Shapley-Shubik, Banzhaf, Johnston, Deegan-Packel et
Holler-Packel se trouvent dans Felsenthal et Machover [1995] ; les re´sultats concernant l’indice
de Chakravarty viennent de Chakravarty [2000] ; la preuve des re´sultats relatifs aux indices de
Colomer-Martinez et Andjiga-Berg est donne´e en annexe.
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Banzhaf (non normalise´), dans la mesure ou` cet indice ne posse`de pas ou peu de
fondement intuitif ni empirique et qu’il conduit (on l’a vu) a` amplifier de manie`re
peut-eˆtre exage´re´e les e´carts de pouvoir entre joueurs. Autrement dit, un indice a`
la plausibilite´ douteuse peut passer sans encombre le test des postulats, ce qui peut
conduire a` s’interroger sur la validite´ de la de´marche.
Il faut savoir par ailleurs que les postulats ayant conduit aux paradoxes ci-dessus
font l’objet de plusieurs controverses. Le postulat de monotonie, en particulier, a e´te´
vivement discute´ (voir par exemple [Brams et Fishburn, 1995]). Ce postulat, comme
d’ailleurs le postulat du bloc ou celui du transfert, exige une forme de corre´lation
positive entre le poids d’un joueur et la mesure de son pouvoir. Mais une telle exi-
gence est-elle le´gitime ? Apre`s tout, toute la the´orie des indices de pouvoir nous en-
seigne que poids et pouvoir sont deux notions distinctes et que le pouvoir d’un joueur
peut eˆtre fort diffe´rent de son poids. On peut ainsi se demander si l’occurrence d’un
paradoxe ne traduirait pas la complexite´ de la notion meˆme de pouvoir plutoˆt que la
manifestation du comportement pathologique d’un indice. Afin d’illustrer ce dernier
point, conside´rons a` nouveau le jeu v : [8; 5, 3, 1, 1, 1] et le jeu v′ : [8; 4, 4, 1, 1, 1]
obtenu a` partir du pre´ce´dent par un transfert de poids de l’individu 1 a` l’individu
2. Le passage de v a` v′ entraˆıne en fait un bouleversement dans la structure fonda-
mentale du jeu, en modifiant comple`tement les coalitions gagnantes et les coalitions
gagnantes minimales ; les joueurs 3, 4 et 5 qui avaient un pouvoir de de´cision dans v
deviennent des joueurs “nuls” dans v′ et les joueurs 1 et 2 deviennent par conse´quent
les seuls joueurs de´cisifs. Il n’est donc pas “anormal” que le joueur 1 voie son pou-
voir augmente´ dans le passage de v a` v′. Condamner un indice qui met en e´vidence
cette augmentation de pouvoir est sans doute une attitude trop radicale. D’autres
approches sont ne´cessaires pour comprendre et comparer les indices de pouvoir.
6. INTERPRE´TATIONS PROBABILISTES
6.1. observations pre´liminaires
Certains des indices que nous avons pre´sente´s sont explicitement de´finis en termes
probabilistes (Curiel) ou font appel a` une hypothe`se probabiliste explicite (Andjiga-
Berg, Deegan-Packel). En fait, tous ces indices peuvent faire l’objet d’une interpre´ta-
tion probabiliste plus ou moins imme´diate, qui consiste soit a` les faire apparaˆıtre
comme la probabilite´ qu’un joueur soit de´cisif, soit a` les interpre´ter comme une
espe´rance mathe´matique.
Compte tenu du caracte`re (en ge´ne´ral) a priori des indices de pouvoir que l’on
cherche a` construire, il est naturel d’avoir recours a` une forme d’e´quiprobabilite´ (l’in-
dice de Curiel, qui autorise d’autres distributions, constitue de ce point de vue une
exception). Cette hypothe`se d’e´quiprobabilite´ porte en ge´ne´ral sur des ensembles de
coalitions, dont la de´finition varie d’un indice a` l’autre, d’un auteur a` l’autre. Il peut
s’agir (la liste n’est pas exhaustive) :
(H1) de l’ensemble de toutes les coalitions qui peuvent se former (qui sont en nombre
e´gal a` 2n si l’on accepte l’ensemble vide) ;
(H2) de l’ensemble de toutes les coalitions de taille n avec prise en compte de l’ordre
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des joueurs qui les constituent (il y a n! « coalitions » de ce type) ;
(H3) de l’ensemble des coalitions auxquelles le joueur i est susceptible d’appartenir
(en nombre e´gal a` 2n−1) ;
(H4) de l’ensemble des coalitions gagnantes (on notera que le nombre de ces coali-
tions est 2n−1 lorsque le jeu conside´re´ est propre et fort) ;
(H5) de l’ensemble des coalitions minimales gagnantes.
A` l’aide de l’une ou l’autre de ces hypothe`ses, on peut alors interpre´ter certains
des indices mentionne´s plus haut comme la probabilite´ pour un joueur d’exercer une
influence de´cisive sur le re´sultat du vote. Traditionnellement, l’indice de Banzhaf
(non normalise´) du joueur i s’interpre`te comme la probabilite´ sous l’hypothe`se H3
que le joueur i transforme une coalition gagnante en coalition perdante. Cet indice
peut aussi eˆtre de´duit de l’hypothe`se H4 (si l’on conside`re que seules des coalitions
gagnantes se formeront et que le jeu est de´cisif) ou de l’hypothe`se H1 (en de´finissant
le pouvoir comme la probabilite´ de transformer une coalition gagnante en coalition
perdante ou de transformer une coalition perdante en coalition gagnante)21. Les in-
dices d’Holler-Packel et de Shapley-Shubik se de´duisent aise´ment quant a` eux des hy-
pothe`ses H5 et H2 (respectivement). On notera de`s a` pre´sent que l’indice de Shapley-
Shubik peut recevoir une interpre´tation probabiliste comple`tement inde´pendante de
toute notion d’ordre des joueurs. En effet, cet indice peut aussi s’analyser comme
la probabilite´ pour qu’un joueur soit de´cisif (i.e. ait la capacite´ de transformer une
coalition gagnante en coalition perdante), sachant que toutes les coalitions de taille
s auxquelles ce joueur est susceptible d’appartenir sont e´quiprobables (il y en a
(n−1)!
(s−1)!(n−s)!
) et que toutes les tailles de coalition (s ∈ {1, 2, . . . , n}) contenant ledit
joueur sont e´quiprobables ; la probabilite´ d’occurrence d’une coalition S est alors
e´gale a` (s−1)!(n−s)!
(n−1)!
1
n
= (s−1)!(n−s)!
n!
.
Les hypothe`ses probabilistes sur les divers (sous-)ensembles de coalitions peuvent
aussi eˆtre utilise´es pour exprimer les indices comme des espe´rances mathe´matiques
de « gain ». Cette approche a l’avantage d’offrir une interpre´tation imme´diate a`
tous les indices pour lesquels les joueurs perc¸oivent un « montant » de pouvoir
diffe´rent de 1 dans les coalitions gagnantes ou` ils sont de´cisifs (pour ces indices,
l’interpre´tation en terme de probabilite´ d’eˆtre de´cisif ne tient plus). Ainsi, les in-
dices de Johnston, Deegan-Packel, Andjiga, Colomer et Chakravarty peuvent-ils
s’interpre´ter de cette manie`re. Par exemple, l’indice de Deegan-Packel repre´sente
l’espe´rance mathe´matique de « pouvoir » du joueur i lorsque chacun des joueurs
rec¸oit un montant 1/s quand il est de´cisif et que l’hypothe`se H5 pre´vaut. Soulignons
cependant que ce genre d’analyse n’apporte pas grand-chose de plus a` la de´finition
des indices et peut eˆtre conteste´ en ce qu’il se re´fe`re a` une notion de partage des
gains qui reste assez obscure dans le cadre des jeux simples.
6.2. l’analyse de Straffin
Straffin [1977], s’inspirant d’Owen [1972], fut le premier a` proposer une analyse
probabiliste non triviale des deux indices de pouvoir les plus connus, a` savoir l’indice
21Voir sur ce point l’article de Laruelle et Valenciano [2001].
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de Banzhaf et l’indice de Shapley-Shubik. Straffin s’interroge sur la probabilite´ que
le vote d’un individu particulier affecte le re´sultat final lorsqu’une proposition est
soumise au vote de l’ensemble des joueurs. Il introduit pour chaque proposition un
vecteur d’acceptabilite´ (p1, . . . , pn), ou` 0 ≤ pi ≤ 1 de´signe la probabilite´ que l’individu
i vote en faveur de la proposition. Compte tenu de l’absence d’information que
suppose la construction d’un indice de pouvoir a priori, deux hypote`ses alternatives
lui paraissent alors naturelles.
Hypothe`se d’inde´pendance : Chaque pi est choisi de manie`re inde´pendante dans une
distribution uniforme sur [0, 1].
Hypothe`se d’homoge´ne´ite´ : Un nombre p est choisi dans la distribution uniforme [0, 1]
et l’on pose pi = p pour tout i.
Notons αi la probabilite´ que l’individu i affecte le re´sultat final du vote. Straffin
obtient le re´sultat suivant.
PROPOSITION 1 Straffin [1977]. La probabilite´ αi est e´gale a` Bi sous l’hypothe`se
d’inde´pendance et a` SSi sous l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´.
Autrement dit, l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ conduit a` l’indice de Shapley-Shubik
et l’hypothe`se d’inde´pendance a` l’indice de Banzhaf non normalise´. Ce re´sultat
s’e´tablit facilement. Pour tout e´le´ment S de Di (l’ensemble des coalitions gagnantes
dans lesquelles le joueur i est de´cisif), tous les membres de S autres que i votent
pour la proposition et tous les joueurs qui ne sont pas dans S votent contre. La
probabilite´ que cela survienne peut s’e´crire :
hi(p1, . . . , pn) =
∑
S∈Gi
∏
j∈S−{i}
pj
∏
k∈N−S
(1− pk).
Sous l’hypothe`se d’inde´pendance, le pouvoir du joueur i, de´fini comme sa pro-
babilite´ d’eˆtre de´cisif, est alors
∫ 1
0
· · ·
∫ 1
0
hi(p1, . . . , pn)dp1 . . . dpn
=
∑
S∈Gi
∏
j∈S−{i}
∫ 1
0
pjdpj
∏
k∈N−S
∫ 1
0
(1− pk)dpk =
∑
S∈Gi
1
2n−1
= Bi .
Sous l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´, le pouvoir du joueur i s’e´crit :
∫ 1
0
hi(p, . . . , p) =
∑
S∈Gi
∫ 1
0
ps−1(1− p)n−sdp =
∑
S∈Gi
(s− 1)!(n− s)!
n!
= SS i .
Par conse´quent, les deux indices peuvent eˆtre de´duits d’un meˆme mode`le pro-
babiliste et ce n’est pas tant la distinction « illusoire » (selon le qualificatif utilise´
par Straffin) entre les notions de combinaison et de permutation qui doit guider le
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choix de l’un ou de l’autre22, mais bien plutoˆt le degre´ d’inde´pendance statistique
entre les votants. Si l’on pense que ceux-ci font leurs choix de manie`re comple`tement
inde´pendante, alors il faut utiliser l’indice de Banzhaf pour calculer leur pouvoir. Si,
en revanche, on estime qu’ils jugent les diffe´rentes propositions qui leur sont sou-
mises en fonction de valeurs communes, alors c’est l’indice de Shapley-Shubik qui
apparaˆıt comme le plus approprie´.
Remarque 1. Straffin fait observer que les assemble´es de votants sont dans bien des
cas constitue´es de groupes se caracte´risant par un comportement de vote qui est a`
la fois homoge`ne a` l’inte´rieur de chaque groupe et inde´pendant entre les groupes.
Pour prendre en compte ce type de situations, il introduit une hypothe`se dite
d’homoge´ne´ite´ partielle, le conduisant a` un indice combinant les caracte´ristiques
de Banzhaf a` celles de Shapley-Shubik. Nous renvoyons a` l’article original de Straf-
fin [1977] pour une pre´sentation de cet indice et une inte´ressante application a` la
Constitution canadienne.
Remarque 2. Leech [1990] note que l’indice de Banzhaf peut eˆtre obtenu selon une
analyse similaire a` celle de Straffin sans qu’il soit ne´cessaire de supposer que tous
les pi sont issus d’une loi uniforme sur [0, 1] : il suffit en fait de supposer que les
pi sont se´lectionne´s (de manie`re inde´pendante) dans n’importe quel ensemble de
distributions de´finies sur [0, 1] ayant pour moyenne commune 1/2. Leech en conclut
que les hypothe`ses probabilistes qui sous-tendent l’indice de Banzhaf sont moins
contraignantes que celles qui fondent l’indice de Shapley-Shubik.
Remarque 3. Posons fi(p) = hi(p, . . . , p). On peut noter, suivant Owen [1972], que
l’on a Bi = fi(1/2) et SSi =
∫ 1
0
fi(p)dp. L’indice de Banzhaf peut donc tre obtenu en
posant que la probabilite´ qu’un joueur vote “oui” est p = 1/2. Il est clair que si l’on
choisit p = 1/4 ou p = 2/3, l’on peut obtenir en calculant fi(p) une mesure, voire une
hie´rarchie des pouvoirs fort diffe´rente de celle que l’on obtient pour p = 1/2. Cette
remarque sugge`re de calculer la mesure du pouvoir de vote comme une moyenne
des valeurs obtenues pour les diffe´rents p possibles. C’est exactement ce que re´alise
l’indice de Shapley-Shubik, qui ne privile´gie pas une valeur particulie`re de p et qui
peut, de ce point de vue, s’interpre´ter comme l’espe´rance mathe´matique de l’indice
de Banzhaf ge´ne´ralise´ fi(p). On peut voir dans cette interpre´tation un argument en
faveur de l’indice de Shapley-Shubik.
6.3. un prolongement : l’approche de Bruckner
Selon Bruckner [2001], tous les indices de pouvoir propose´s dans la litte´rature
peuvent s’e´crire de la manie`re suivante :
22L’indice de Shapley-Shubik a souvent e´te´ rejete´ au motif que le processus de formation des
coalitions – tenant compte de l’ordre d’arrive´e des votants – qui sous-tend sa de´finition n’est pas
juge´ re´aliste dans beaucoup d’applications.
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αi =
∑
Si
P (Si)Ki(Si) (1)
ou` Ki(Si) de´signe la « contribution » du joueur conside´re´ a` chacune des coalitions
a` laquelle il appartient (Si) et P (Si) s’interpre`te comme la probabilite´ de la coali-
tion Si. E´tant donne´ une proposition, la probabilite´ que le joueur i vote en faveur
de cette proposition est note´e pi. Suivant Straffin [1977], Bruckner conside`re trois
hypothe`ses concernant les probabilite´s pi : l’hypothe`se d’inde´pendance, l’hypothe`se
d’homoge´ne´ite´ et l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ partielle (que nous n’envisagerons pas
ici). Il est clair que l’on obtient
P (Si) = (1/2)
n−1
sous l’hypothe`se d’inde´pendance, et l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ conduit a`
P (Si) =
(si − 1)!(n− si)!
n!
,
si de´signant le cardinal de Si. Bruckner envisage ensuite deux spe´cifications du terme
Ki(Si), qu’il identifie au « pouvoir » du joueur dans la coalition Si. La premie`re
spe´cification conside`re la capacite´ du joueur a` transformer une coalition gagnante
en coalition perdante :
Ki(Si) =
{
1 si Si ∈ Gi
0 autrement.
(2)
La seconde spe´cification est similaire mais conside`re que seules les coalitions
minimales gagnantes se formeront, ce qui selon Bruckner correspond aux cas ou` la
de´cision collective porte sur un bien public :
Ki(Si) =
{
1 si Si ∈Mi
0 autrement.
(3)
L’e´quation (1), jointe a` l’hypothe`se d’inde´pendance et a` la relation (2), donne
l’indice de Banzhaf ; l’indice de Shapley-Shubik est obtenu de la meˆme fac¸on en
remplac¸ant l’inde´pendance par l’homoge´ne´ite´. A` l’aide des relations (1) et (3) et
de l’hypothe`se d’inde´pendance, Bruckner obtient un indice qui, une fois normalise´,
co¨ıncide avec l’indice normalise´ de Holler-Packel. Il propose en outre deux nouveaux
indices, fonde´s sur les relations (1), (3) et sur les hypothe`ses d’homoge´ne´ite´ et d’ho-
moge´ne´ite´ partielle.
Il est clair que l’on peut facilement, en suivant l’analyse de Bruckner, proposer
des spe´cifications deKi(Si) qui, combine´es a` l’hypothe`se d’inde´pendance, conduisent
aux divers indices que nous avons pre´sente´s et qu’il ne conside`re pas dans son e´tude
(Deegan-Packel, Johnston, Colomer-Martinez, Andjiga-Berg et Chakravarty). En
de´pit de son caracte`re ad hoc, cette approche prolonge utilement l’analyse de Straffin
et, comme cette dernie`re, fournit un crite`re de se´lection relativement objectif. Ainsi,
comme le sugge`re Bruckner, les indices fonde´s sur l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ sont-
ils approprie´s dans le contexte – par exemple – d’institutions internationales dont
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les e´tats membres sont bien inte´gre´s. Pour des institutions plus he´te´roge`nes, les
indices qui reposent sur l’hypothe`se d’inde´pendance semblent plus ade´quats. Enfin,
on pourra recourir a` l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ partielle pour mesurer le pouvoir
des diffe´rents membres d’une institution divise´e en blocs de pays plus ou moins bien
inte´gre´s.
6.4. l’apport de Berg
Bien qu’elle ne concerne que le cas des jeux propres et forts, l’analyse pre´sente´e par
Berg [1999] comple`te et ge´ne´ralise a` certains e´gards celle de Straffin. E´tant donne´
un jeu simple propre et fort a` n joueurs, Berg introduit une classe de distributions
de probabilite´ de type Polya-Eggenberger, de´finie sur l’ensemble des diffe´rentes coa-
litions possibles de la manie`re suivante :
p(S, δ) = 1[s,δ]1[n−s,δ]/2[n,δ], (4)
expression dans laquelle A[x,δ] = A(A+ δ) . . . (A+(x−1)δ) est une factorielle ascen-
dante et le parame`tre δ est suppose´ supe´rieur ou e´gal a` −1/(n − 1). Cette famille
de mode`les a e´te´ largement utilise´e en the´orie des choix collectifs pour calculer la
probabilite´ de divers paradoxes du vote (voir sur ce point [Berg et Lepelley, 1993]).
Affecter la valeur 0 au parame`tre δ conduit a` l’hypothe`se de Culture impartiale
(associe´e aux initiales IC dans la litte´rature anglo-saxonne) et correspond a` ce que
Straffin appelle l’inde´pendance. Prendre δ = 1 ame`ne l’hypothe`se de Culture ano-
nyme et impartiale (IAC), ce que Straffin nomme homoge´ne´ite´. On peut illustrer la
ge´ne`se de la famille de distributions probabilistes introduite par Berg de la manie`re
suivante : conside´rons une urne contenant deux types de boules en quantite´s e´gales.
Chaque votant choisit au hasard une boule dans cette urne (le type de boule tire´
fixant sa pre´fe´rence, pour ou contre la proposition) puis remet dans l’urne la boule
tire´e plus δ boules du type choisi23. La probabilite´ qu’un ensemble S de joueurs
vote en faveur de la proposition est alors donne´e par la relation (4). Ainsi, plus le
parame`tre δ est e´leve´, plus les participants au choix collectif auront tendance a` voter
de manie`re identique.
Berg munit ensuite l’ensemble des coalitions gagnantes d’un jeu propre et fort
ge´ne´rique de la (classe de) mesure(s) de probabilite´ suivante :
p∗(S, δ) =
{
2p(S, δ) si S ∈ G
0 autrement.
(5)
Notons que l’on a bien, pour un jeu propre et fort,
∑
S∈G p
∗(S, δ) = 1. On ve´rifie
en outre les relations :
p∗(S, 0) = 2
1
2n
=
1
2n−1
23Notons que dans le mode`le conside´re´, δ peut prendre des valeurs non entie`res, e´ventuellement
ne´gatives. Berg pose dans son e´tude −1/(n− 1) ≤ δ ≤ 1.
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et
p∗(S, 1) = 2
s!(n− s)!
(n+ 1)!
.
Posons :
ηi(S) = v(S)− v(S − {i}).
Berg de´finit alors une famille de mesures de pouvoir de la manie`re suivante :
αig,δ = Eδ[g(S) ηi(S)], (6)
expression dans laquelle l’espe´rance mathe´matique est calcule´e conforme´ment a` la
relation (5) et g(S) est un poids non ne´gatif attribue´ a` la coalition S. Pour de´terminer
un indice de pouvoir, il faut donc fixer la valeur de deux parame`tres, δ et g(S).
On obtient (a` un facteur de proportionnalite´ pre`s) l’indice de Banzhaf en pre-
nant δ = 0 et g(S) = 1, l’indice de Shapley-Shubik en prenant δ = 1 et g(S) = 1,
l’indice de Johnston en prenant δ = 0 et g(S) = 1/d(S), et l’indice d’Andjiga-Berg
en prenant δ = 0 et g(S) = 1/s.
Berg e´tablit par ailleurs quelques re´sultats inte´ressants que nous re´sumons dans
la proposition suivante.
PROPOSITION 2 ([Berg, 5]). (i) Eδ[ηi(S)] est une fonction de´croissante de δ et l’on
a
∑
i∈N Eδ[ηi(S)] = 1 si et seulement si δ = 1 ;
(ii) Eδ=1[ηi(S)/s] = 2SS i/(n + 1 ) ;
(iii) AB i/AB k ≈ Bi/Bk .
La premier point nous indique que la classe d’indices de type Banzhaf-Shapley-
Shubik dans lesquels g(S) est constant tend a` donner a` un joueur un pouvoir d’au-
tant plus faible que le parame`tre δ est e´leve´ ; en outre, le seul indice normalise´ (ou
« efficient ») dans cette classe est l’indice de Shapley-Shubik. Les points (ii) et (iii)
montrent que, dans la classe d’indices de´finie par la relation (6), la prise en compte
de la taille des coalitions n’apporte pas d’autres informations que ce qui est de´ja`
contenu dans les indices de Shapley-Shubik et de Banzhaf. Ce type de re´sultat,
meˆme s’il se limite aux jeux propres et forts, nous semble particulie`rement e´clairant
pour le choix de l’indice approprie´.
7. REMARQUES FINALES
• Indices a priori vs indices a posteriori
Une distinction majeure en matie`re d’indices de pouvoir est certainement celle qui
oppose indices a priori et indices a posteriori. Cette distinction, qui recoupe en
grande partie l’opposition normatif-positif e´voque´e dans l’introduction, ou bien en-
core l’opposition the´orique-empirique, est tre`s pre´sente dans la litte´rature re´cente
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et une tendance s’affirme qui conduit les chercheurs a` tenter de de´finir des me-
sures empiriques susceptibles d’eˆtre utilise´es a` des fins descriptives. Il est clair en
effet qu’en re`gle ge´ne´rale, les indices classiques sont des mesures a priori mieux
adapte´es aux proble`mes de “design” institutionnel (de´termination du nombre de
votes a` accorder a` chaque intervenant, choix du seuil majoritaire) qu’a` la descrip-
tion de la re´alite´ du pouvoir dans une assemble´e donne´e. Certains auteurs comme
Garrett et Tsebelis [1999] vont jusqu’a` condamner l’utilisation des indices classiques,
conside´rant qu’ils ne prennent en compte que la seule information fournie par la re`gle
de vote et ignorent comple`tement les « pre´fe´rences » des votants et les comporte-
ments qu’elles induisent. Comment tenir compte de ces pre´fe´rences ? Une premie`re
voie de recherche, trace´e par Owen [1977], [1982] et Myerson [1977] et suivie no-
tamment par Bilbao [2000], consiste a` de´finir des indices qui prennent en compte
non seulement le me´canisme de vote mais aussi les relations entre les votants, sous
la forme d’une structure coalitionnelle pre´-existante cense´e repre´senter la tendance
de certains groupes a` adopter un comportement similaire. Ce type d’approche a e´te´
assez peu emprunte´ dans les applications, compte tenu notamment de la complexite´
des calculs qu’il implique (voir cependant [Chantreuil, 1996]). L’autre approche pos-
sible est de nature probabiliste. L’article re´cent de Laruelle et Valenciano [2002]
rend bien compte de cette de´marche (a` laquelle on peut rattacher l’analyse de Cu-
riel [1987], pre´sente´e dans la Section 3)24. Selon ces auteurs, toute situation de vote
se caracte´rise par deux ingre´dients : la re`gle de vote d’une part, le comportement des
votants d’autre part. Lorsqu’une proposition est soumise au groupe de de´cideurs, la
mise en oeuvre de la re`gle de vote de´bouche sur une configuration de vote, c’est-a`-dire
sur une liste de « oui » et de « non ». Sous l’hypothe`se qu’il n’y a pas d’abstention,
il y a 2n configurations possibles. Pour tout S ⊆ N , la configuration S de´signe
le re´sultat du vote associe´ au cas ou` tous les e´le´ments de S votent « oui » et les
autres « non ». Le comportement des votants est quant a` lui re´sume´ via une dis-
tribution de probabilite´ note´e p de´finie sur l’ensemble des configurations possibles.
Cette distribution p rend compte notamment des e´ventuelles proximite´s dans les
pre´fe´rences des votants. Par exemple, si tous les membres d’un meˆme parti dans
une assemble´e observent une stricte discipline de vote, on affectera une probabilite´
nulle aux configurations dans lesquelles deux membres distincts de ce parti votent
de manie`re diffe´rente. Laruelle et Valenciano proposent alors de mesurer le pouvoir
de de´cision du votant i de la manie`re suivante :
αi(p) =
∑
S∈D−
i
p(S) +
∑
S∈D+
i
p(S),
D−i de´signant l’ensemble des configurations gagnantes dans lesquelles le retrait
du votant i rend ces configurations perdantes et D+i l’ensemble des configurations
perdantes que l’arrive´e du votant i rend gagnantes. Cette approche permet d’e´tudier
24Les mode`les probabilistes de la section pre´ce´dente rele`vent aussi, dans une certaine mesure, de
cette approche, puisqu’ils de´bouchent souvent sur la construction de nouveaux indices cense´s eˆtre
plus « re´alistes ». Leur principal objectif reste cependant de fournir une interpre´tation probabiliste
d’indices existants et diffe`re en cela de celui de Laruelle et Valenciano ou de Curiel.
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le pouvoir de vote dans des situations de vote re´elles, en s’appuyant sur l’observation
des votes passe´s ou sur toutes autres donne´es pour estimer la distribution de proba-
bilite´ des diffe´rentes configurations. Dans ces conditions, la question du « meilleur »
indice ne se pose plus puisque l’indice le plus approprie´ est e´videmment celui qui
utilise la distribution de probabilite´ qui de´crit la re´alite´ de la manie`re la plus per-
tinente. Si, maintenant, l’on adopte un point de vue normatif, les votants et leur
comportement n’ont plus a` eˆtre pris en compte25. On peut alors, pour appliquer la
formule propose´e par Laruelle et Valenciano, faire l’hypothe`se que toutes les confi-
gurations sont e´galement probables. Il est facile de voir que cette hypothe`se conduit
a` l’indice (non normalise´) de Banzhaf, dont l’usage a` des fins normatives se trouve
ainsi le´gitime´.
• I-pouvoir vs P-pouvoir
Au coeur des de´bats actuels se trouve une autre distinction que nous ne pouvons
passer sous silence. Introduite (explicitement) par Felsenthal et Machover [1998],
elle oppose ce qu’ils appellent le « I-pouvoir » et le « P-pouvoir ». Le I-pouvoir est
le pouvoir en tant qu’« influence » : il mesure la capacite´ d’un e´lecteur a` controˆler
le re´sultat d’un vote. Le P-pouvoir est quant a` lui le pouvoir en tant que « prix » ou
espe´rance de gain : il mesure, pour un e´lecteur, la part relative qu’il peut espe´rer ob-
tenir du « butin » que la coalition gagnante s’approprie. Pour Felsenthal et Macho-
ver, cette distinction est essentielle car ces deux notions de pouvoir sont totalement
diffe´rentes et il importe de savoir quel type de pouvoir l’on souhaite mesurer. Les
comportements de vote diffe`rent en effet selon que l’on conside`re l’une ou l’autre de
ces conceptions. La notion de I-pouvoir implique un comportement « ide´ologique »
(ou “policy seeking” pour utiliser une terminologie issue des sciences politiques) en
ce sens que les votants cherchent a` mettre en oeuvre une politique ou une proposi-
tion particulie`re, qui s’appliqueront a` l’ensemble des e´lecteurs. Le P-pouvoir repose
sur un comportement de type “office seeking” : les votants recherchent avant tout
un be´ne´fice personnel (quelle qu’en soit la nature, financie`re ou sociale), be´ne´fice
re´sultant d’un partage avec les autres membres de la coalition gagnante (et avec
eux seulement). Notons qu’en sciences politiques, c’est ce type de comportement
qui permet de justifier le principe de taille de Riker et la seule conside´ration des
coalitions minimales gagnantes.
Autre diffe´rence importante aux yeux de Felsenthal et Machover : la notion
de marchandage qui est au coeur du P-pouvoir (il s’agit de partager un gain) est
absente du I-pouvoir, qui peut parfaitement s’exercer dans un processus de vote a`
bulletins secrets. Il en re´sulte que, si l’analyse du P-pouvoir rele`ve a` l’e´vidence de la
the´orie des jeux coope´ratifs, le I-pouvoir peut s’en affranchir comple`tement. Ainsi,
la notion meˆme de « coalition », qui ve´hicule une ide´e de coordination consciente,
est-elle peu approprie´e pour l’analyse du I-pouvoir. Sans doute peut-on voir dans
cette observation l’origine d’une tendance, de plus en plus courante au cours de ces
dernie`res anne´es, consistant a` pre´senter les indices de pouvoir en termes purement
25Laruelle et Valenciano citent Straffin [1988] : “The fairness of the structure we design should
not depend on the particular voters who will fill positions in that structure. As John Rawls might
put it, formal justice should be designed behind a veil of ignorance”.
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probabilistes, sans utilisation du vocabulaire de la the´orie des jeux 26.
La distinction I-P est bien entendu de nature a` e´clairer le proble`me du choix
d’un indice de pouvoir a priori. Felsenthal et Machover [1998] ont sur la question
un point de vue tre`s tranche´. Si l’on s’en tient aux indices les plus classiques, leurs
conclusions tiennent en trois points :
1) toutes les tentatives se´rieuses de formaliser la notion de I-pouvoir de´bouchent
ine´luctablement sur l’indice de Banzhaf (non normalise´) ;
2) les indices de Shapley-Shubik et Deegan-Packel rele`vent du P-pouvoir ;
3) l’indice de Johnston est quant a` lui un indice hybride (puisqu’il introduit une
correction de type P-pouvoir a` l’indice de Banzhaf) et il convient de le rejeter.
Sans doute peut-on contester certaines de ces conclusions27. Il reste que la dis-
tinction I-P a permis de clarifier le de´bat et d’affranchir, au moins partiellement,
l’analyse des indices de pouvoir de la the´orie des jeux coope´ratifs.
• Mesure ordinale vs mesure cardinale
Nous nous sommes jusqu’ici inte´resse´s a` la the´orie nume´rique de la mesure du
pouvoir dans un jeu simple ponde´re´ en attribuant, selon diverses modalite´s, une
« quantite´ de pouvoir de de´cision » a` chacun des joueurs. Face aux nombreuses dif-
ficulte´s – dont nous avons rendu compte – que pre´sente cette approche, on peut
eˆtre tente´ de conclure que le pouvoir est une notion trop complexe et trop impre´cise
pour se laisser enfermer dans une valeur nume´rique. Ce point de vue est notamment
de´fendu par [Morriss, 43] qui conside`re qu’un classement des joueurs selon leur pou-
voir peut eˆtre suffisant. Divers auteurs ([Allingham, 1975], [Taylor, 1995], [Taylor
et Zwicker, 1999], [Diffo Lambo et Moulen 2001, 2000]) ont adopte´ cette approche
ordinale. Taylor et Zwicker de´finissent ainsi, pour tout jeu simple, un pre´ordre entre
les joueurs appele´ relation d’influence de la manie`re suivante :
- les joueurs i et j sont d’e´gale influence dans le jeu simple (N, v) si ∀S ⊆ N−{i, j},
v(S + i) = 1⇔ v(S + j) = 1 ;
- i est plus influent que j dans (N, v) si (∀S ⊆ N−{i, j}, v(S+j) = 1⇒ v(S+i) = 1)
et (∃S ⊆ N − {i, j}, v(S + j) = 0 et v(S + i) = 1) ;
- i est au moins aussi influent que j dans (N, v), note´ i  j si i et j sont d’e´gale
influence dans (N, v) ou si i est plus influent que j dans (N, v).
Ils montrent que si (N, v) est un jeu simple propre, alors la relation  est toujours
un pre´ordre sur N ; ils caracte´risent en outre les jeux simples pour lesquels  est
un pre´ordre total. Diffo Lambo et Moulen [2002] ont montre´ pour leur part que la
relation  est un pre´ordre total si et seulement si les ordres induits par les indices de
26Le mode`le de Laruelle et Valenciano [2002] pre´sente´ dans le paragraphe pre´ce´dent illustre bien
cette tendance.
27Si l’on voit bien pourquoi l’indice de Deegan-Packel rele`ve du P-pouvoir, le classement de
Shapley-Shubik dans cette cate´gorie est certainement plus discutable. Bien qu’originellement lie´
a` la the´orie des jeux coope´ratifs, cet indice peut fort bien (on l’a vu) recevoir une interpre´tation
probabiliste le rattachant clairement a` l’analyse du I-pouvoir. Quant a` l’indice de Johnston, son
caracte`re hybride n’est peut-eˆtre pas une raison suffisante pour le condamner car, comme le recon-
naissent eux-meˆmes Felsenthal et Machover[1998], “there are undoubtely many real-life situations
in which voting behaviour is driven by the two motives” (I et P).
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Shapley-Shubik et de Banzhaf du jeu (N, v) co¨ıncident avec , reliant ainsi l’analyse
ordinale aux indices nume´riques.
ANNEXE
Nous montrons que l’indice de Colomer-Martinez viole les trois postulats que
nous avons pre´sente´s et que l’indice d’Andjiga-Berg viole les proprie´te´s de Bloc et
de Transfert mais ve´rifie celle de Monotonie.
Bloc
• Pour le jeu simple ponde´re´ v : [25; 9, 9, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], si nous mesurons le
pouvoir des individus a` l’aide de l’indice d’Andjiga-Berg, nous obtenons les re´sultats
suivants (les valeurs de l’indice sont donne´es dans l’ordre du poids des joueurs) :
0, 330324 0, 330324 0, 32696 0, 0017 0, 0017 0, 0017 0, 0017 0, 0017 0, 0017 0, 0017
Conside´rons a` pre´sent le jeu simple ponde´re´ v : [25; 10, 9, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1]. L’indice
d’Andjiga-Berg re´partit le pouvoir entre les individus de la fac¸on suivante :
0, 328354 0, 328354 0, 32149 0, 0036 0, 0036 0, 0036 0, 0036 0, 0036 0, 0036
En formant un bloc avec le joueur 10, le nouveau joueur 1 voit son pouvoir
diminuer. L’indice d’Andjiga-Berg viole donc la proprie´te´ du bloc.
• Pour le jeu simple ponde´re´ v : [13; 10, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1], si nous mesurons le pouvoir
des individus a` l’aide de l’indice de Colomer et Martinez, nous obtenons les re´sultats
suivants :
0, 76 0, 048 0, 048 0, 048 0, 024 0, 024 0, 024 0, 024
Conside´rons maintenant le jeu simple ponde´re´ v : [13; 10, 3, 2, 2, 1, 1, 1]. L’indice
de Colomer et Martinez re´partit le pouvoir entre les individus de la fac¸on suivante :
0, 7627 0, 0254 0, 0677 0, 0677 0, 0254 0, 0254 0, 0254
En formant un bloc avec le joueur 8, le nouveau joueur 2 voit son pouvoir dimi-
nuer. L’indice de Colomer et Martinez viole donc la proprie´te´ du bloc.
Monotonie
• Montrons que l’indice d’Andjiga-Berg satisfait au postulat de monotonie. Soient
deux joueurs i et j tels que wi ≥ wj. Conside´rons une coalition S telle que S ∈ Dj.
Si i ∈ S, alors il est clair que S ∈ Di. Supposons que l’on ait i /∈ S. Dans ce cas, la
coalition (S − {j}) ∪ {i} appartient a` Di et le cardinal de (S − {j}) ∪ {i} est e´gal
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a` s. Autrement dit, pour toute coalition S ∈ Dj, il existe une coalition T de meˆme
cardinal telle que T ∈ Di. On a par conse´quent :
∑
S∈Dj
1
s
≤
∑
S∈Di
1
s
.
Il en re´sulte que AB j ≤ AB i .
• Pour le jeu simple ponde´re´ v : [11; 5, 5, 4, 1, 1, 1, 1, 1], si nous mesurons le pouvoir
des individus a` l’aide de l’indice de Colomer et Martinez,nous obtenons les re´sultats
suivants :
0, 27681 0, 27681 0, 29065 0, 03114 0, 03114 0, 03114 0, 03114 0, 03114
Le joueur avec un poids de 4 a un pouvoir plus important que les joueurs ayant
un poids de 5. L’indice de Colomer et Martinez est donc sujet au paradoxe de la
monotonie.
Transfert
• Pour le jeu simple ponde´re´ v : [8; 5, 3, 1, 1, 1], si nous mesurons le pouvoir des
individus a` l’aide de l’indice d’Andjiga-Berg, nous obtenons les re´sultats suivants :
0, 30 0, 25 0, 0277 0, 0277 0, 0277
Conside´rons a` pre´sent le jeu simple ponde´re´ v′ : [8; 4, 4, 1, 1, 1]. L’indice d’Andjiga-
Berg re´partit le pouvoir entre les individus de la fac¸on suivante :
0, 5 0, 5 0 0 0
L’indice d’Andjiga-Berg viole la proprie´te´ du transfert puisque le joueur 1 aug-
mente son pouvoir en transfe´rant une partie de son poids au joueur 2.
• Pour le jeu ponde´re´ v : [13; 10, 3, 2, 1, 1, 1, 1], l’indice de Colomer et Martinez
re´partit le pouvoir de la manie`re suivante :
0, 7692 0, 02564 0, 06837 0, 03418 0, 03418 0, 03418 0, 03418
Conside´rons a` pre´sent le jeu v′ : [13, 10, 2, 2, 2, 1, 1, 1]. Si nous mesurons le pouvoir
des individus a` l’aide de l’indice de Colomer et Martinez, nous obtenons les re´sultats
suivants :
0, 7558 0, 05813 0, 05813 0, 05813 0, 02325 0, 02325 0, 02325
Lorsque le joueur 2 transfe`re une partie de son poids au joueur 4, son pouvoir
augmente. L’indice de Colomer et Martinez est donc sujet au paradoxe du transfert.
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